Multipel regression
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Teori

Lineær regression, som blev behandlet på sidste semester, er sammenhængen mellem to variable, en afhængig (y) og en uafhængig (x). Er der flere end én uafhængige variable kaldes det multipel regression.
Sammenhængen mellem den afhængige og de uafhængige variable beskrives:





[image: image1.wmf]e

b

b

b

b

+

×

+

+

×

+

×

+

=

k

k

x

x

x

y

.....

2

2

1

1

0


Epsilon er fejlleddet, der beskriver effekten af alle andre faktorer end lige x1 til xk på y. I ovenstående er der k forklarende/uafhængige variable.
Forudsætninger for modellen:

1: Værdier for de uafhængig variable er forudbestemte.

2: Ved hver kombination af de uafhængige led, skal fejlleddet være normalfordelt med middelværdi 0, og ens varianser.
Praksis

Opgave 4b
I opgave 4b er der opgivet data i form af en række sammenhængende observationer, af maksimalt ilt-optag, højde, vægt og brystmål, hos drenge i forskellige aldre fra 7 til 10 år. 

Opgaven går ud på, ved hjælp af multipel regression, at fastslå om det maksimale iltoptag afhænger af de andre parametre.
	Maksimalt ilt-optag
	Alder

år
	Højde

cm
	Vægt

kg
	Brystmål 

cm

	1,54
	8,4
	132,0
	29,1
	14,4

	1,74
	8,7
	135,6
	29,7
	14,5

	1,32
	8,8
	127,7
	28,4
	14,0

	1,53
	9,9
	131,1
	28,8
	14,2

	1,46
	9,0
	130,0
	25,7
	13,6

	1,35
	7,7
	127,6
	27,6
	13,9

	1,53
	7,3
	129,9
	29,0
	14,1

	1,71
	9,9
	138,1
	33,6
	14,6

	1,27
	9,3
	126,7
	27,7
	13,9

	1,50
	8,1
	131,8
	30,8
	14,5


Tabel 1: Observationsdata, opg 4b
Populationens multiple regressionsmodel kan opskrives: 
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Denne funktion udtrykker middelværdien for y som en lineær funktion af regressionskoefficienterne ß0, til ß4.

Regressionskoefficienterne er ukendte, og skal derfor estimeres på baggrund af de opgivne observationer:
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Fejlleddet udgår her, idet det antages at det halvdelen af gangene vil være negativt, og den anden halvdel positivt, og derfor gennemsnitligt 0.

Vi kan nu se på summen af de kvadrerede afvigelser, kaldet SSE:
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Hvor 
[image: image5.wmf]y

er de observerede værdier, og 
[image: image6.wmf]y

ˆ

de estimerede.

De værdier af b0 til b4 der giver den mindste SSE værdi, må altså være dem der ligger tættest på de rigtige. 
Når observationerne er indtastet i Excel, vil Excel altså generere det regressionsestimat, der giver den mindste sum af kvadrerede afvigelser:
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Regressionsligningen siger, at hvis eksempelvis kun alderen stiger med 1 år, vil det maksimale ilt-optag falde med 0,0265 ml ilt pr. kg kropsvægt. 
Determinationskoefficient og korrelationskoefficient
Determinationskoefficienten, eller forklaringsgraden, for ovenstående ligning er 0,957. Dette betyder at 95,7% af al variation i den afhængige variabel y, kan forklares af variationen i x-variablene. De resterende 4,3% kan skyldes andre faktorer, eller være stokastisk. 
Den korrigerede determinationskoefficient er 0,923 – men ikke relevant i denne opgave, da k (antal uafhængige variable) ikke er stor i forhold til n.

Korrelationskoefficienten på R = 0,978 ligger meget tæt på 1: dette vidner om at der er kraftig lineær samvariation mellem den afhængige og de uafhængige variable.
Hypotesetest
Hypoteserne for en mulig samvariation er :
H0: 
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H1: Ikke alle regressionskoefficienter er 0

H0 hypotesen siger altså at alle regressionsparametre er 0. 
Dette testes via en F-test - hvis H0 viser sig at være sand statistisk set, 
vil regressionsligningen komme til at hedde:
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- Og dermed er der ingen sammenhæng mellem den afhængige og de uafhængige variable. Hvis F-testet viser at H0 ikke kan forkastes, er det slut. 


Hvis H0 derimod forkastes, skal vi bruge 4 t-tests til at finde ud af, hvilke specifikke regressionsparametre der så ikke er 0/er signifikante.
F-test

Fobs  er regnet via Excel til 27,84.
Den kritiske værdi findes i Erlang S:

Fk,n-(k+1) = F4,5 = 5,19 ved signifikansniveau 0,05.

Vi kan hurtigt forkaste H0 da 27,84 > 5,19. 
Statistisk set kan det påvises at regressionsparametrene ikke alle er 0. 
P-værdien er fundet til 0,0013 – der vil altså kunne forkastes ved et signifikansniveau helt ned til 0,0013.

T-test

F-testen afslørede at ikke alle regressionskoefficienter var 0. 
Nu bruges t-testen til at finde ud af hvilke specifikt der ikke er lig 0.
Regressionskoefficienterne testes hver for sig.

Sb værdierne stammer fra Excel.
T-test for ß1
H0: 
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H1: 
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Kritisk værdi: 
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 (2,571 fordi testet er to-sidet) ved et signifikansniveau på 0,05.

Da -2,571 < tobs = -1,43 < 2,571 kan H0 ikke forkastes. Det kan ikke konkluderes at ß1 ikke er lig 0.

T-test for ß2
H0: 
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H1: 
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Kritisk værdi: 
[image: image17.wmf]571
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 ved et signifikansniveau på 0,05.

Da tobs = 6,86 > 2,571 kan H0 forkastes. Det kan statistisk set påvises at ß2 er forskellig fra 0. 
Regressionsparametren ß2 er altså en signifikant værdi, dvs. den har betydning for den afhængige variabel y, det maksimale ilt-optag.
P-værdien er fundet til 0,0005, det er altså en udsædvanlig stærk forkastelse.
T-test for ß3
H0: 
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H1: 
[image: image19.wmf]0

3

¹

b



[image: image20.wmf]78

,

1

0160

,

0

0285

,

0

3

3

3

3

3

-

=

-

=

=

-

=

b

b

obs

s

b

s

b

t

b


Kritisk værdi: 
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 ved et signifikansniveau på 0,05.

Da -2,571 < tobs = -1,78 < 2,571 kan H0 ikke forkastes. Det kan ikke konkluderes at ß3 er ikke lig 0.

T-test for ß4
H0: 
[image: image22.wmf]0

4

=

b


H1: 
[image: image23.wmf]0

4

¹

b



[image: image24.wmf]81

,

0

1093

,

0

0888

,

0

4

4

4

4

4

=

=

=

-

=

b

b

obs

s

b

s

b

t

b


Kritisk værdi: 
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 ved et signifikansniveau på 0,05.

Da -2,571 < tobs = 0,81 < 2,571 kan H0 ikke forkastes. Det kan ikke konkluderes at ß4 er ikke lig 0.

Opsamling
F-testet viste med meget stor statistisk sandsynlighed, at ikke alle regressionsparametrene var 0.
Dernæst viste t-testet at ß2 med meget stor sikkerhed er forskellig fra 0, hvilket antyder at værdien er langt fra 0 - hvorimod de andre regressionsparametre ikke kan påvises forskellige fra 0. 
Dette betyder at ß2 har stor betydning for den afhængige variabel y, og de andre uafhængige variable har lille til ingen betydning.
Multikolinearitet

Teori

Multikolinearitet er afhængighed mellem de uafhængige variable i en regressionsanalyse.
Høj korrelation mellem to af de uafhængige variable er uønskværdigt i en regressionsanalyse – idet at variablene stjæler forklaringskraft fra hinanden.

Multikolinearitet kan komme til udtryk ved:

· At estimaterne for regressionskoefficienterne bliver for store, for små, eller får forkert fortegn

· At variansen på regressionskoefficienterne inflateres
Praksis

I Excel er der genereret en såkaldt korrelationsmatrice, der ses på tabel 2.
Korrelationsmatricen viser hvor stor en korrelation der parvis eksisterer mellem de uafhængige variable. En korrelation på 1 mellem to variable, betyder at hvis den ene variabel stiger med 5, gør den anden det samme.
	 
	Alder
	Højde
	Vægt
	Brystmål

	Alder
	1
	
	
	

	Højde
	0,342057
	1
	
	

	Vægt
	0,227884
	0,778774
	1
	

	Brystmål
	0,118977
	0,790152
	0,894228
	1


Tabel 2: Korrelationsmatrice for opg 4b
Statistisk set skal man være på vagt ved korrelationsgrader på over 0,9 – dette betyder at der er alvorlig multikolinearitet. I denne opgave ser det altså ud til at der sandsynligvis er kolinearitet mellem vægt og brystmål – her burde man fjerne den ene uafhængige variabel. Hvis brystmålet fjernes i Excel falder determinationskoefficienten en smule – men den korrigerede stiger en smule – et udtryk for at der ganske rigtigt var kolinearitet.
Konfidensintervaller

Konfidensinterval for ß2
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 ved signifikansniveau 0,05 – som forventet ses det at ß2 med 95% konfidensinterval ligger inden for 0,03 og 0,07 – intervallet spænder dermed ikke over 0. Dette er endnu et tegn på at ß2 er en signifikant uafhængig variabel.
Konfidensinterval for den gennemsnitlige y-værdi
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 ved signifikansniveau 0,05. Dette betyder at y-værdien med 95% konfidens kan antages at ligge inden for en afstand af ca. 0,4 ml ilt pr. kg kropsvægt af den estimerede y-værdi. Konfidensintervallet bruges hvis man har flere observationssæt for de samme uafhængige variable (og dermed en gennemsnitlig y-værdi) – så kan man på baggrund af disse udregne i hvilket interval den maksimale iltoptagelse med 95% konfidens vil ligge, for de uafhængige variable man har valgt.
Prediktionsinterval for individuelle y-værdi
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 ved signifikansniveau 0,05.
Det ses at prediktionsintervallet er større end konfidensintervallet. Det hænger sammen med at prediktionsintervallet bruges hvis man kun har ét observationssæt (altså én observation af hver uafhængig variabel), og på baggrund af dette regner man et interval som y-værdien med 95% konfidens vil ligge indenfor. Prediktionsintervallet er altså mere usikkert end konfidensintervallet, idet man kun baserer forudsigelsen på ét observationssæt.
Konklusion

Den stillede opgaven gik ud på at finde ud af om det maksimale ilt-optag afhænger af alder, vægt, højde og brystmål.

Først brugtes et F-test til at se om ilt-optaget overhovedet afhang af nogen af parametrene – konklusionen på testet var at ja, der var afhængighed.

Dernæst brugtes fire t-tests til videre at undersøge hvilke parametre/koefficienter der så var signifikante – her var konklusionen på testet at det var højden der var signifikant. Der blev testet for multikolinearitet, og en mulig sammenhæng mellem brystmål og vægt blev påvist – men eftersom ingen af disse er signifikante vil de uden videre kunne fjernes, og så er man ude over problemet.

Konklusionen bliver altså at ja, der er sammenhæng mellem ilt-optaget og højden – de andre parametre (vægt, alder & brystmål) er insignifikante – og hvis alle disse fjernes fra regressionen, vil determinationskoefficienten kun falde til 0,9015 (og den korrigerede til 0,8892). Et glimrende bevis på at tilføje flere variable ikke nødvendigvis er en god ting.


René Kramer
  15925

Philippe Åkerman   15931
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